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m Aprendizado como Aproximacdo de Funcdes: O objetivo é
encontrar uma funcdo h em um espaco de hipéteses H que
generalize bem para novos dados.

m Fundamento Probabilistico: O principio da Maxima
Verossimilhanga (MLE) nos permite derivar fungGes de custo a
partir de suposi¢cdes sobre os dados (Gaussiana — Erro
Quadratico; Bernoulli — Cross-Entropy).
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Revisdo e Roteiro

Recapitulando a Aula 1

Conceitos-Chave

m Aprendizado como Aproximacdo de Funcdes: O objetivo é
encontrar uma funcdo h em um espaco de hipéteses H que
generalize bem para novos dados.

m Fundamento Probabilistico: O principio da Maxima
Verossimilhanga (MLE) nos permite derivar fungGes de custo a
partir de suposi¢cdes sobre os dados (Gaussiana — Erro
Quadratico; Bernoulli — Cross-Entropy).

m Redes Rasas vs. Profundas: A grande vantagem do
aprendizado profundo é a capacidade de aprender as
representa¢des dos dados (via fungBes de base) mais
adequadas para o problema.
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‘—O Perceptron Classico

A Inspiragdo: O Neurdnio Biolégico e o Modelo Légico |

Dendritos
(Entradas)

Axonio (Saida) /?)5 )
\O inapses

Figura: Modelo simplificado de um neurénio biolégico
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O Perceptron Classico

A Inspiracdo: O Neurénio Biolégico e o Modelo Légico Il

O Neurénio de McCulloch & Pitts (1943)

O primeiro modelo matematico foi concebido como um circuito
légico.
m Entradas e Saidas Booleanas: x;,y € {0,1}.
m Pesos Fixos: Os pesos w; eram pré-definidos (manualmente)
para implementar fun¢des l6gicas como AND, OR, NOT.
m Ativacdo: Um limiar 6 fixo. A saida é 1 se Y w;x; > 6, sendo
0.
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‘—O Perceptron Classico

A Inspiracdo: O Neurdnio Biolégico e o Modelo Légico Il

Computagdo, Mas Sem Aprendizado

A grande contribuicdo foi mostrar que redes desses neurdnios
poderiam, em tese, computar qualquer funcdo booleana, ou seja,
definindo a existéncia de equivaléncia entre essas redes neurais e
classes de funcdes légicas.

Leitura Adicional

Warren S. McCulloch e Walter Pitts (1943). “A Logical Calculus of
the Ideas Immanent in Nervous Activity'. Em: The Bulletin of
Mathematical Biophysics 5.4, pp. 115-133. DOI:
10.1007/bf02478259


https://doi.org/10.1007/bf02478259
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‘—O Perceptron Classico

O Modelo Perceptron (Rosenblatt, 1958) |

As Duas Grandes Inovacdes

O Perceptron de Rosenblatt foi revolucionario por introduzir:

Pesos Reais e Ajustaveis: Os pesos w e 0 viés b sdo
nameros reais que podem ser modificados.

Um Algoritmo de Aprendizagem: Uma regra para ajustar
esses pesos automaticamente com base nos dados.
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O Modelo Perceptron (Rosenblatt, 1958) Il

Estrutura e Regra de Aprendizado

m Ativacdo: Fungdo degrau (Heaviside), resultando em uma
classificacdo binaria.

1 sew/'x+b>0

o T
=o(w x+b)=
Y ( ) {0 sew'x+b<0
m Regra de Aprendizado: Para cada exemplo (xp, y,), com
%n = (xp, 1), 0s pesos w(tt1) = {w, b} sdo ajustados com base
no erro:
W(H_l) — W(t) = 77(}/n - )/}n);(n
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O Perceptron Classico

O Modelo Perceptron (Rosenblatt, 1958) Il

Aprendizado por Supervisdo: O Papel do Erro

O Perceptron é um exemplo candnico de aprendizado
supetrvisionado.

m O “supervisor’ é o rétulo correto, y,, de cada exemplo.

m O aprendizado é guiado pelo erro. A cada passo, o0 modelo
compara sua predicdo (y,) com o rétulo verdadeiro (yp,).

m O termo (y, — yn) gera um sinal de erro. Se a predicdo esta
correta, o erro é zero e os pesos ndo mudam. Se esta errada, o
erro é ndo-nulo e os pesos sdo ajustados para mover a
fronteira de decis3o.

m Esta ideia de correcdo de erro iterativa é um dos pilares do
aprendizado de maquina.
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O Perceptron Classico

Derivacdo da Regra de Aprendizado |

O Critério do Perceptron

A regra de atualizacdo n3o é arbitraria. Ela pode ser derivada como
uma forma de descida de gradiente estocastica em uma funcio de
custo especifica, o Critério do Perceptron.

Para simplificar a matematica, usamos alvos y, € {—1,1}. Um
ponto x, é classificado incorretamente se o sinal da saida linear for
diferente do sinal do alvo, ou seja, se y,(w'x,) < 0.

O custo é a soma sobre todos os pontos mal classificados (M):

Jp(w) = D —yn(w'xn)

neM

Nosso objetivo & minimizar este custo.
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‘—O Perceptron Classico

Derivacdo da Regra de Aprendizado Il

Descida de Gradiente Estocastica

Calculamos o gradiente para um dnico ponto mal classificado:
Vau (—ynw7xn)) = o V(W7 0) = —ymxe
A regra de atualiza¢do da descida de gradiente é:
wttD) WO — pw e = w® 4+ pyx,

Esta é a regra de aprendizado do Perceptron para y, € {—1,1}.
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‘—O Perceptron Classico

Derivacdo da Regra de Aprendizado Il

Teorema da Convergéncia do Perceptron

Se o conjunto de treinamento for linearmente separavel, o
algoritmo do Perceptron tem a garantia de encontrar um hiperplano
que separa os dados em um niamero finito de passos.
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‘—O Perceptron Classico
Limitacdes: Problema do XOR

O Problema do XOR |

Dados N3o-Linearmente Separaveis

Um Perceptron define uma fronteira de decisdo linear (um
hiperplano). Eles s6 funcionam se as classes puderem ser separadas
por esta fronteira.
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Limitacdes: Problema do XOR
O Problema do XOR Il

Classe 1 O Problema do XOR
1@ @

Classe 0

Entrada X2

Classe 0
o @ [

o

Classe 1

1
Entrada X1

Figura: E impossivel desenhar uma (nica linha reta para separar os
pontos azuis dos vermelhos.
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O Perceptron Classico
Limitacdes: Problema do XOR

O Problema do XOR Il

Laboratério Interativo no Google Colab

Exemplo mostrando o treinamento do Perceptron para dados
linearmente e n3o-linearmente separaveis.

A Controvérsia do Perceptron

Minsky e Papert, em seu livro de 1969, n3o apenas provaram a
limitacdo do Perceptron simples, mas também fizeram um
campanha de convencimento argumentando (de forma equivocada)
que essas limitacdes se estenderiam a redes multicamadas,
contribuindo para o primeiro “Inverno da IA”.


https://drive.google.com/file/d/1GXrRtoff2Eas5q-T9GPsElwfYtoTThh9/view?usp=sharing
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‘—O Perceptron Classico
Limitacdes: Problema do XOR

O Problema do XOR IV

Leitura Adicional

Para uma analise moderna e detalhada da controvérsia e seu
impacto histérico:

Yuxi Liu (jan. de 2024). The Perceptron Controversy. \\ebsite.
URL:
https://yuxi.ml/essays/posts/perceptron-controversy/
(acesso em 10/09/2025)

Minsky e Rosenblatt eram conhecidos do ensino médio, que
também aparentemente alimentou uma rivalidade e traz certas
questdes das motivacdes de Minsky.


https://yuxi.ml/essays/posts/perceptron-controversy/
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Redes de uma camada: regressdo e classificagdo

Anatomia de um Modelo de Camada Unica |

Estrutura Geral

Um modelo de camada anica (como o Perceptron ou GLMs) segue

uma

estrutura comum:

Entradas: Podem ser os dados brutos x ou um mapeamento
para um espaco de features ¢(x).

Combinacdo Linear: Calcula-se uma soma ponderada das
entradas. z =w ' ¢(x) + b

Funcdo de Ativacdo: Uma fungdo (geralmente ndo-linear) o
é aplicada para produzir a saida. y = o(z)

Funcdo de Custo (Loss): J(w, b) que mede a perda ou
custo para cada valor dos parametros da rede.
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'—Redes de uma camada: regressdo e classificagdo

Anatomia de um Modelo de Camada Unica Il

Modelagem

A escolha da func3o de ativacido o e da funcdo de custo J depende
da tarefa (regressdo ou classificagdo).
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Redes de uma camada: regressdo e classificagdo

Exemplo: Regressdo Linear

O Modelo

m Tarefa: Prever um valor continuo.

m Entradas: Usamos um mapeamento de features ¢(x) (pode
ser a identidade, ¢(x) = x, ou features polinomiais, etc.).

m Ativacdo: A fungdo identidade, o(z) = z.
y=wlo(x)+b

m Funcido de Custo: Minimizamos o Erro da Soma dos
Quadrados (derivado do MLE Gaussiano).

N
J(w, b) = Z(yn - )A/n)2
n=1
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Redes de uma camada: regressdo e classificagdo

Classificagdo com Multiplas Classes (K > 2)

Estrutura para K Classes

m Saidas: O modelo tem K saidas, uma para cada classe. Cada
saida z é calculada por seu préprio vetor de pesos wy.

zk:Wka—i—bk

m Codificacdo dos Alvos: Os rétulos de classe y, sdo
convertidos para o formato one-hot encoding. Ex: para a
classe 2 de 5, o alvo & [0,1,0,0,0].

m Ativacdo: A fung¢do Softmax, que transforma as saidas
lineares z, em uma distribuicdo de probabilidade.

exp(zx)

Y1y exp(z)

Vk = softmax(z)x =
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Redes de uma camada: regressdo e classificagdo

Fronteiras de Decisio e Teoria da Decis3o |

Fronteiras de Decisdo Lineares

Para um classificador com saidas lineares (antes do softmax), a
fronteira de decisdo entre duas classes, C; e C;, é o conjunto de
pontos onde suas ativacdes sdo iguais:

zi(x) = zj(x) = (wj —w;)"x+ (b — b)) =0

Esta é a equagdo de um hiperplano. Portanto, as fronteiras de
decisdo de um modelo linear sdo sempre lineares.



Disciplina: Aprendizado Profundo

'—Redes de uma camada: regressdo e classificagdo

Fronteiras de Decisdo e Teoria da Decis3o |l

Teoria da Decisdo Bayesiana Minima

A regra de decisdo 6tima é atribuir um ponto x a classe que
maximiza a probabilidade posterior p(Ci|x).

Nosso modelo, ao usar a funcio softmax e ser treinado com a
cross-entropy, aprende a aproximar essas probabilidades posteriores.
A regra de decis3o se torna:

Escolher classe k se y, > y; para todo j # k
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O Trade-off Viés-Variancia |

Decompondo o Erro de Generalizacdo

O erro esperado de um modelo em dados n&o vistos pode ser
decomposto em trés componentes:

Erro Esperado = (Viés)? + Variancia + Ruido Irredutivel

m Viés (Bias): Erro devido a suposi¢cdes simplistas do modelo.
Um modelo com alto viés ndo consegue capturar a
complexidade dos dados (underfitting).

m Varidncia (Variance): Erro devido a sensibilidade do modelo
a flutuagdes nos dados de treino. Um modelo com alta
varidncia se ajusta demais ao ruido (overfitting).
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des de uma camada: regres:

O Trade-off Viés-Variancia Il

O Trade-off Viés-Variancia
(vigs)?:

Variancia

—— Erro Total

----- Complexidade Otima

\ 7/
\\\ ./A
Underfiijng Oye’rfltting
(Alto Viesy (Alea Variancia)
N 7

Erro Esperado —
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'—Redes de uma camada: regressdo e classificagdo

O Trade-off Viés-Variancia Ill

Figura: llustracdo do trade-off. A complexidade do modelo (e.g., grau do
polinémio) controla o balanco.
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Modelo Linear Generalizado (GLM)
O Que é um Modelo Linear Generalizado (GLM)?

GLMs sdo uma familia de modelos estatisticos que generalizam a
regressio linear — modelam uma entrada linear a uma saida com
diferentes tipos de distribuicdes.
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A Perspectiva Estatistica
Modelo Linear Generalizado (GLM)

Componentes de uma GLM

Os Trés Componentes de um GLM

Componente Aleatério: Especifica a distribuicdo de
probabilidade da variavel de saida y (e.g., Gaussiana,
Bernoulli, Poisson).
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Componentes de uma GLM

Os Trés Componentes de um GLM

Componente Aleatério: Especifica a distribuicdo de
probabilidade da variavel de saida y (e.g., Gaussiana,
Bernoulli, Poisson).

Componente Sistematico: Um preditor linear que é uma
combinacdo das variaveis de entrada.

n=w'x+b
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Modelo Linear Generalizado (GLM)

Componentes de uma GLM

Os Trés Componentes de um GLM

Componente Aleatério: Especifica a distribuicdo de
probabilidade da variavel de saida y (e.g., Gaussiana,
Bernoulli, Poisson).

Componente Sistematico: Um preditor linear que é uma
combinacdo das variaveis de entrada.

n=w'x+b

Funcdo de Ligacdo (Link Function): Uma funcdo g que
conecta a média do componente aleatério (1 = E[y]) com o
componente sistematico g(u) = 7.
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A Perspectiva Estatistica
Modelo Linear Generalizado (GLM)

Exemplo: Regressdo Logistica como um GLM

Construindo a Regressdo Logistica passo a passo

m Componente Aleatério: A saida y é binaria (0 ou 1), entdo
assumimos uma distribuicio de Bernoulli. A média é a
probabilidade de sucesso, E[y] = p.
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Modelo Linear Generalizado (GLM)

Exemplo: Regressdo Logistica como um GLM

Construindo a Regressdo Logistica passo a passo

m Componente Aleatério: A saida y é binaria (0 ou 1), entdo
assumimos uma distribuicio de Bernoulli. A média é a
probabilidade de sucesso, E[y] = p.

m Componente Sistematico: O preditor linear, n = w'x + b.
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Modelo Linear Generalizado (GLM)

Exemplo: Regressdo Logistica como um GLM

Construindo a Regressdo Logistica passo a passo

m Componente Aleatério: A saida y é binaria (0 ou 1), entdo
assumimos uma distribuicio de Bernoulli. A média é a
probabilidade de sucesso, E[y] = p.

m Componente Sistematico: O preditor linear, n = w'x + b.
m Funcio de Ligacido: A funcio de ligacdo candnica para a
distribuicdo de Bernoulli & a funcdo Logit.

g(p) =In (:pr> =7
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‘—A Perspectiva Estatistica
Modelo Linear Generalizado (GLM)

Conex3o com redes neurais

Da Funcio de Ligacdo para a Funcio de Ativacdo

Para obter a probabilidade p, precisamos da inversa da funcio de

ligacdo:
- =)
= — =0
14 e g

Esta é a funcdo Sigmadide, que serve como a "fungdo de
ativacdo'"na Regressdo Logistica.

p=g '(n)
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A Perspectiva Estatistica
Modelo Linear Generalizado (GLM)

Perceptron vs. Regressdo Logistica (GLM) |

m Saida: Decisdo “dura” (0 ou m Saida: Probabilidade (valor
1). continuo entre 0 e 1).

m Ativacdo: Funcdo degrau m Ativacdo: Sigmoide (suave
(n3o-diferenciavel). e diferenciavel).

m Custo: Critério do m Custo: Negativo do
Perceptron (focado em erros Log-Likelihood
de classificagdo). (Cross-Entropy).

m Treino: Descida de m Treino: Descida de

Gradiente. Gradiente.
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A Perspectiva Estatistica
F

amilia de distribuicdes exponencial e GLM

Conexdo com a Familia Exponencial de Distribuicdes |

Por que os GLMs s3o t3o especiais?

Muitas das distribuicdes mais comuns (Gaussiana, Bernoulli,
Poisson, Categorica, etc.) pertencem a uma classe chamada
Familia Exponencial.

Uma distribuic3o pertence a esta familia se sua funcio de
probabilidade pode ser escrita na forma:

p(y[n) = h(y)exp(n” u(y) — a(n))

m 7): 0 ‘parametro natural’ da distribuic3o.

m u(y): a “estatistica suficiente”.
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‘—A Perspectiva Estatistica

Familia de distribuicdes exponencial e GLM

Conexdo com a Familia Exponencial de Distribuicdes Il

A Conexdo com GLMs

Em um GLM, se a distribuicdo de y pertence a familia exponencial,
a funcao de ligacdo candnica é aquela que mapeia a média p
para o parametro natural 7.

Essa conexdo garante belas propriedades matematicas (como a
convexidade da fungdo de log-likelihood negativo), o que torna a
otimizacdo muito mais bem comportada.
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‘—A Perspectiva Estatistica

Familia de distribuicdes exponencial e GLM

Um Catalogo de FuncGes de Ativacdo

Degrau (Step): Ativacdes Classicas e Modernas
o(z) = 1[z > 0] Usada no

Perceptron original. — Sigméide |15 lo(z)

Linear (ldentidade): o(z) = z —— Tanh

Sigméide (Logistic): — RelU | 17

o(z) = He% Boa para

probabilidades, mas sofre do 0.5

problema de saturagio dos z
gradientes. T s 2 4
Tangente Hiperbdlica (Tanh): o

o(z) = tanh(z) = £

Similar a sigméide, mas no _1

intervalo (—1,1). E

zero-centrada, o que pode ReLU (Rectified Linear Unit):

ajudar na otimizac3o. o(z) = max(0, z) Extremamente eficiente

computacionalmente e ndo satura para valores
positivos. E a ativacdo padrdo para camadas
ocultas.
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‘—A Perspectiva Estatistica

Familia de distribuicdes exponencial e GLM

Conectando GLMs e Redes Neurais

Func3o de Ligacdo vs. Funcdo de Ativagdo

A tabela abaixo resume a conex3o conceitual entre o framework
estatistico dos GLMs e as escolhas de design em uma rede neural
de camada dnica.

Tarefa Distribuicdo da Saida (y) Func3o de Ligacdo (g(x) =n) Funcdo de Ativacdo (9 = o(n))
Regressao Gaussiana Identidade Linear (Identidade)

Classificacdo Binaria Bernoulli Logit Sigmoéide

Classificagdo Multiclasse Categérica Logit Generalizado Softmax

Contagem Poisson Log Exponencial (e”)

Tabela: A fung3o de ativacdo é, frequentemente, a inversa da func¢io de
ligacdo canodnica da distribuicdo assumida para os dados.
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Treinamento e Otimizac3o

Treinamento via Descida de Gradiente |

Imagine que a fungdo de custo J(w) é uma paisagem montanhosa.
Nosso objetivo é encontrar o ponto mais baixo (o minimo).

m O gradiente V,,J(w) é um vetor que aponta na direcdo de
maior subida.

m Para minimizar o custo, damos um pequeno passo na direcio
oposta ao gradiente.
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‘—Treinamento e Otimizacdo

Treinamento via Descida de Gradiente Il

A Regra de Atualizacdo Geral

A descida de gradiente & um processo iterativo para ajustar os
pesos:

wtD W v, J(w?)

m 7) (eta) é a taxa de aprendizado, que controla o tamanho do
passo.

m Este algoritmo é a base para treinar quase todas as redes
neurais.
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Treinamento e Otimizac3o

Mergulho Raso: O Gradiente de um Neurénio |

Calculando o Gradiente com a Regra da Cadeia

Para treinar com descida de gradiente, precisamos de V,,J. Vamos
deriva-lo para um Gnico neurénio e um anico dado (x, y).
A computacdo acontece em etapas:

Entrada linear: z=w'x+ b
Ativagdo: y = o(z)
Custo: J(7,y)
Usando a regra da cadeia para a derivada em relagdo a um peso w;:

6J_Q @ 0z
ow; 0y 0z Ow;
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Treinamento e Otimizac3o

Mergulho Raso: O Gradiente de um Neurénio |l

A Férmula Geral do Gradiente

Cada termo tem uma interpretacio clara:

(] g—;: O quanto o custo muda com a saida (sinal de erro).
n g—}z’ = 0'(z): O quanto a ativagdo muda com a entrada linear.

m % = x;: O quanto a entrada linear muda com o peso.
1

Juntando tudo, o gradiente para o vetor de pesos w é:
oJ
Vwd = —o'(z xT
—

Sinal de erro propagado
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Treinamento e Otimizac3o

Descida de Gradiente: Batch, Estocastico e Mini-Batch |

O gradiente "verdadeiro” é a média sobre todo o dataset.
Diferentes estratégias existem para estima-lo.

Batch GD Estocastico (SGD) Mini-Batch SGD

Todos os dados de Um anico dado de Pequeno lote
treino: treino por passo: (mini-batch):
VJ—l - Vi~V VJNLZVJ
- N Z1 VJ" ' B neB ’

m Pr6: Rapido, pode m Pré: Rapido e se
escapar de . beneficia de GPUs.
minimos locais.

] (SRR (e m Contra: Caminho - C.ontra:
caro para datasets : hiperparametro

grandes. s ?’Elmlzagao (tamanho do lote).
erratico.

m Pré: Passos
precisos.
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‘—Treinamento e Otimizacdo

Descida de Gradiente: Batch, Estocastico e Mini-Batch |l

O Padrdo em Deep Learning

Quase todos os modelos de aprendizado profundo s3o treinados com
alguma variante do Mini-Batch Stochastic Gradient Descent.
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‘—Treinamento e Otimizacdo

Batch GD vs. SGD: O Caminho para o Minimo |

Comparagao dos Caminhos de Otimizagéo

-~ Batch GD (Caminho Suave)
-+~ SGD (Caminho Ruidoso)
____Minimo Global

>>>>>>>

Figura: Comparac¢do dos caminhos de otimiza¢do.
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Treinamento e Otimizac3o

Batch GD vs. SGD: O Caminho para o Minimo ||

Batch Gradient Descent

O caminho é suave e direto. Como o gradiente é calculado sobre
todo o dataset, cada passo & uma estimativa precisa da melhor
direcdo para o minimo. E como descer uma montanha em um dia

claro.

Stochastic Gradient Descent

O caminho é ruidoso e erratico. Cada passo é baseado em um
inico exemplo, ent3o a direcdo pode n3o ser a ideal. E como
descer a montanha em um nevoeiro denso.

m Vantagem: O ruido pode ajudar a escapar de minimos locais
rasos e a convergéncia € muito mais rapida em termos de
dados processados.
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O Papel da Taxa de Aprendizado (n) |

Controlando o Tamanho do Passo

A taxa de aprendizado, 7, € um dos hiperparametros mais
importantes. Ela determina o quio grande é o passo que damos na
direcdo oposta ao gradiente.

m 7) muito baixo: Convergéncia muito lenta.

m 77 muito alto: Otimizac3o pode oscilar, "pular"o minimo e até
divergir.

m 7 ideal: Convergéncia eficiente e estavel.

m 1) adaptativo: Sequéncia de Robbins—Monro
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O Efeito da Taxa de Aprendizado (n) na Otimizacéao
—o— n Baixo (lento)

—e— nBom

Peso w;
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Indo Além do Aprendizado Supervisionado |

Uma Pergunta Central

Ja vimos que um neurénio (ou uma camada de neurdnios) pode
separar dados. Mas serd que essa mesma estrutura linear pode ser
usada para aprender algo sobre a estrutura intrinseca dos dados?

Aprendizado de Representacdo

O objetivo é transformar os dados brutos x em uma nova
representacdo h que seja mais (til, mais compacta ou que revele
fatores importantes de variacdo dos dados.

h = f(x)
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Aplica¢do: Remocao de Ruido (Denoising) |

Denoising Autoencoder

Uma variacdo poderosa é treinar o autoencoder para reconstruir
uma versdo limpa de uma entrada ruidosa.

m Entrada: X = Xjjmpo + ruido.

m Alvo (Target): Xjimpo.
m Objetivo: Aprender a fungdo g(X) = Xjimpo-
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Anatomia de um Denoising Autoencoder

1. Entrada 5. Saida
Ruidosa Limpa (Alvo)

Figura: O modelo é forcado a aprender a estrutura essencial dos dados
para conseguir remover o ruido e reconstruir a imagem original.
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O Problema: Sistemas de Recomendacio

O objetivo é prever entradas ausentes em uma matriz de interacées
R (e.g., notas que usuarios deram para filmes).

A Solucdo: Fatoracdo

A ideia é decompor a matriz grande e esparsa R (m x n) em duas
matrizes menores e densas:

m P (m x k): Uma matriz de features latentes para cada
usuario.

m Q (n x k): Uma matriz de features latentes para cada item.

O objetivo é que o produto delas aproxime a matriz original:
R~ PQT.
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Outro Exemplo: Fatoracdo de Matrizes ||

Conexdo com Modelos Lineares

A predicdo para um nico usuario u e item i é simplesmente o
produto escalar de seus vetores de features latentes:

I T
ryi = Py 9i

Isto pode ser visto como um modelo linear onde as features
latentes (embeddings) p, e q; sdo os pesos que o modelo
aprende. E equivalente a uma rede neural rasa com duas camadas
de embedding cujas saidas sdo combinadas por um produto escalar.
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Autoencoder
[What does it represent?] l How is it implemented?

DATA SpacE R" =
oX LATENT Spack RF s 3
TR encoder 4 iow-density regio k| encoder decode £
9(f(x) =X f - z h z ; :
fio=z = latent “E
code -

£
3
3
|
3
s
2

2
=\
3

&

%,

' 1% :
------- LS = g o) feoeee?

\@/ reconstruction loss
mean squared error)

Figura: Fonte: Keenan Crane


https://x.com/keenanisalive/status/1964434335911858552
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Anatomia de um Autoencoder I

1. Encoder (f) 2. Decoder (g)

Mapeia a entrada de alta Reconstréi a entrada original a
dimens3o x € R" para uma partir do cédigo latente,
representacao latente (c6digo) R = g(z).

de baixa dimens3o z € R.
O modelo é treinado para minimizar o erro de reconstrucéo,

forcando a representac3o latente z a capturar a estrutura essencial
dos dados.
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PCA e o Autoencoder Linear |

O que acontece se o Encoder e o Decoder s3o lineares?

m Encoder: z = W,,.x

m Decoder: 8 = Wgecz = Waec Wenex
Se treinarmos esta rede para minimizar o erro de reconstrucio
quadratico, > ||xn — %n||%, o subespaco gerado pelas colunas de

Wec (ou pelas linhas de W) converge para o mesmo subespago
dos componentes principais (PCA) dos dados.
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PCA e o Autoencoder Linear Il

PCA como Aprendizado de Features

A Analise de Componentes Principais (PCA) encontra as dire¢des
de maior variancia nos dados. Um autoencoder linear aprende a
projetar os dados nessas direcBes, mostrando que mesmo um
modelo simples pode aprender features lineares 6timas para
compressao.
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Conexdo: Autoencoder Linear, PCA e a Regra de Oja |

O Autoencoder Linear e seu Custo

Relembrando o autoencoder linear com pesos “amarrados’
(Wdec = We7;7c =W):

m Encoder: h = Wx

m Decoder: 8 =W'™h =W7"Wx

O objetivo &€ minimizar o erro de reconstrucdo quadratico
médio:

W) =E [[[x - WTWx| 2]



Disciplina: Aprendizado Profundo

Aprendizado Linear Ndo-Supervisionado

Conexdo: Autoencoder Linear, PCA e a Regra de Oja Il

Minimizar o Erro <= Maximizar a Variancia (PCA)

E um resultado classico da algebra linear que minimizar o erro de
reconstrucdo é equivalente a maximizar a variancia da
representacdo projetada h.

A soluc3o para este problema é que as colunas de W devem formar
uma base ortonormal para o subespaco gerado pelos k
componentes principais dos dados (os autovetores da matriz de
covaridncia com os maiores autovalores).
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Conexdo: Autoencoder Linear, PCA e a Regra de Oja Ill

A Conexdo Final: Trés Visdes, Uma Solucdo

m PCA (Estatistica): Encontra a projecdo linear 6tima (os
componentes principais) através da decomposi¢do da matriz de
covariancia.

m Autoencoder Linear (Otimizagdo): Encontra o mesmo
subespaco ao minimizar o erro de reconstrucio via descida de
gradiente.

m Regra de Oja/GHA (Aprendizado Neural): E uma regra
de aprendizado online e local que faz com que os pesos dos
neurdnios convirjam para esses mesmos componentes
principais.
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Conexdo: Autoencoder Linear, PCA e a Regra de Oja IV

Isso nos mostra uma bela unificacdo de ideias: uma regra de
aprendizado biologicamente inspirada resolve um problema de
otimizac3o de redes neurais que, por sua vez, é equivalente a um
dos métodos mais fundamentais da estatistica.

Laboratério Interativo no Google Colab

Exemplo mostrando a conex3o entre esses trés métodos no
conjunto de dados MNIST.


https://drive.google.com/file/d/1UXDq25fnB72ulEsPc2HmzBW4uSgoqNw6/view?usp=sharing
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Qual “Custo” a Regra de Oja Minimiza? |

Maximiza¢3o da Variancia

Objetivo: Maximizar a varidncia da saida do neurénio.
max E[y?] =max E[w'x)?)]=max w'Zw
w w w

Onde ¥ = E[xx"] é a matriz de covariancia dos dados.



Disciplina: Aprendizado Profundo

Aprendizado Linear Ndo-Supervisionado

Qual “Custo” a Regra de Oja Minimiza? |l

A Necessidade de uma Restricdo

Sem uma restricdo, a solugdo para maximizar a variancia seria
trivial e inatil: w — oo. Para encontrar uma direc3o significativa,
precisamos restringir a "energia"do neurénio. A restricio implicita
é que a norma do vetor de pesos seja constante:

[Iw]? =1

Este & exatamente o problema de encontrar o primeiro
componente principal dos dados.
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Mergulho Raso: Derivacdo Formal via Lagrangeanos |

O Problema de Otimizacdo com Restricio

O objetivo da Regra de Oja é encontrar a direcdo de maxima
variancia nos dados. Matematicamente, isso se traduz em:
m Maximizar: A variancia da saida, J(w) = E[y?] =w’ Zw,
onde ¥ = E[xx'].
m Sujeito a: Uma restricio que impede os pesos de crescerem
indefinidamente, [|w|]? =w w = 1.
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Mergulho Raso: Derivacdo Formal via Lagrangeanos Il

Construindo o Lagrangeano

Usamos um multiplicador de Lagrange A para incorporar a restricdo
a funcido objetivo:

Lw, ) =w'Zw—Aw'w—1)
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Mergulho Raso: Derivacdo Formal via Lagrangeanos Il|

Encontrando a Solucdo Otima

Para encontrar o maximo, derivamos em relacdo a w e igualamos a

Zero:
Vwl =2Xw —-22w =0 = YXw = \w

Esta é a equacdo de autovetores! A solucio w deve ser um
autovetor da matriz de covaridncia ¥. Para maximizar

J(w) =wT(Aw) = ), devemos escolher o autovetor correspondente
ao maior autovalor, que &, por definicdo, o primeiro
componente principal.
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Mergulho Raso: Da Solucdo Analitica a Regra de Oja |

Revisitando a Ascensdo de Gradiente

Uma regra de atualizagdo simples para maximizar a varidncia (sem
restricdo) seria a ascens3o de gradiente estocastica, que leva a
regra de Hebb pura:

wtD Wt 4 p(yx)

Sabemos que esta regra é instavel.
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Mergulho Raso: Da Solugdo Analitica a Regra de Oja |l

A Conex3o com a Regra de Oja

A regra de Oja pode ser vista como uma aproximacgao
estocastica da ascensdo de gradiente no Lagrangeano.

wED W o yx — y2w)
NG

I w AW
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Mergulho Raso: Da Solugdo Analitica a Regra de Oja Ill

A Intuicdo

m O termo Hebbiano (yx) é uma estimativa de um passo na
direcdo do gradiente de w' Tw.

m O termo de esquecimento (—y?w) age como uma aproximagio
do termo do multiplicador de Lagrange. Como y? = (w'x)? &
uma estimativa da varidncia e a variancia 6tima é o autovalor
A, este termo efetivamente subtrai uma componente na
direcdo de w, impedindo que sua norma cresca e forcando a
convergéncia para o autovetor principal.

A Regra de Oja é uma forma elegante e computacionalmente
simples de resolver um problema de otimizacdo com restricdo de
forma online.
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Resumo da Aula

m Revisitamos o Perceptron classico e sua regra de aprendizado.

m Conectamos modelos lineares ao framework estatistico dos
GLMs.

m Comparamos Perceptron e Regressio Logistica, motivando o
uso de funcdes de custo suaves e da Descida de Gradiente.

m Vimos que modelos lineares podem ser usados para aprender
representacdes Gteis dos dados.
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Para a Préxima Aula

m Tépico: O Multilayer Perceptron (MLP) e Backpropagation.

m Objetivo: Entender como empilhar camadas para superar as
limitacdes dos modelos lineares e aprender features

n3o-lineares.

Perguntas?
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