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Motivacao para Modelagem Bayesiana

Problema: Modelagem de Linguagem Natural
@ Suponha que queremos prever a proxima sentenca em um dialogo.
@ Ha miiltiplas possibilidades para a préxima sentenca.

@ Ha incerteza tanto sobre o contelido exato quanto sobre a
parametrizacdo do modelo.
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Motivacao para Modelagem Bayesiana

Problema: Modelagem de Linguagem Natural
@ Suponha que queremos prever a proxima sentenca em um dialogo.
@ Ha miiltiplas possibilidades para a préxima sentenca.

@ Ha incerteza tanto sobre o contelido exato quanto sobre a

parametrizacdo do modelo.
Exemplo: Prevendo a préxima palavra

@ Dado um conjunto de palavras anteriores, queremos prever a préxima
palavra.

@ Podemos modelar essa previsao como uma distribuicao categoérica
condicionada as palavras anteriores.

eeT¢(Wl7---7Wt)

P(Wt+1|W17 wa, ..., Wt) = Z 60T¢(W11--- we W’) (1)
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Motivacao para Modelagem Bayesiana |

Solucao Bayesiana:
@ Modelamos a incerteza através de uma distribuicdo sobre sentencas
possiveis.
@ Também modelamos a incerteza sobre os pardmetros do modelo, 6,
usando um prior Bayesiano.

@ Permite definir uma familia de solucGes para esse problema, bem
como a incerteza associada a cada solucdo.
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Motivacao para Modelagem Bayesiana |l

Distribuicao sobre Parametros

@ Definimos um prior para os parametros do modelo, por exemplo, um
prior Gaussiano:
0 ~ N (0,520 (2)
@ A posteriori dos parametros pode ser inferida a partir dos dados
observados.
Inferéncia Bayesiana

@ Calculamos a posterior dos pardametros utilizando a regra de Bayes:
P(0|D) o< P(D|0)P(6) (3)

o Como efetivar essa procedimento analiticamente ou numericamente?
O estudo de metodologias para inferéncia Bayesiana se concentra em
resolver esse problema.
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O que é Inferéncia Bayesiana?

Modelagem: Conjunto de dados observados D C X para algum dominio
X.

e D={Xj,...,X,} com dados n3o-anotados, ou com dados anotados
onde D = {(X;, Yi),...,(Xn, Yn)}, onde Y; corresponde a anotacdo
(classe ou valor numérico, respectivamente para classificacdo ou
regressao).
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O que é Inferéncia Bayesiana?

Modelagem: Conjunto de dados observados D C X para algum dominio
X.

e D={Xj,...,X,} com dados n3o-anotados, ou com dados anotados
onde D = {(X;, Yi),...,(Xn, Yn)}, onde Y; corresponde a anotacdo
(classe ou valor numérico, respectivamente para classificacdo ou
regressao).

@ 0 € O para algum dominio de parametros, assumindo uma modelagem
paramétrica que explique a distribuicio dos dados observados.
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O que é Inferéncia Bayesiana?

Modelagem: Conjunto de dados observados D C X para algum dominio
X.

e D={Xj,...,X,} com dados n3o-anotados, ou com dados anotados
onde D = {(X;, Yi),...,(Xn, Yn)}, onde Y; corresponde a anotagdo
(classe ou valor numérico, respectivamente para classificacdo ou
regressao).

@ 0 € O para algum dominio de parametros, assumindo uma modelagem
paramétrica que explique a distribuicio dos dados observados.

Inferéncia Bayesiana: Uso da regra de Bayes para atualizar crencas com
base em dados observados.

P(D|0)P(6)
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O que é Inferéncia Bayesiana?

Modelagem: Conjunto de dados observados D C X para algum dominio
X.

e D={Xj,...,X,} com dados n3o-anotados, ou com dados anotados
onde D = {(X;, Yi),...,(Xn, Yn)}, onde Y; corresponde a anotagdo
(classe ou valor numérico, respectivamente para classificacdo ou
regressao).

@ 0 € O para algum dominio de parametros, assumindo uma modelagem
paramétrica que explique a distribuicio dos dados observados.

Inferéncia Bayesiana: Uso da regra de Bayes para atualizar crencas com
base em dados observados.

P(D|0)P(6)

POID) = =505 4)

Problema: O célculo da integral P(D) = [ P(D|0)P(6)dé pode ser
intratavel.
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Definicao de Conjugacao

Modelo Conjugado: Um prior P() é conjugado para a likelihood P(D|0)
se a posterior P(0|D) pertence a mesma familia de distribuicdes de P(6).
Em outras palavras, se a forma funcional da priori e da posteriori para a
variavel 6 for a mesma, podemos inferir o valor do termo de normalizacdo
da posteriori.
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Definicao de Conjugacao

Modelo Conjugado: Um prior P() é conjugado para a likelihood P(D|0)
se a posterior P(0|D) pertence a mesma familia de distribuicdes de P(6).
Em outras palavras, se a forma funcional da priori e da posteriori para a

variavel 6 for a mesma, podemos inferir o valor do termo de normalizacdo
da posteriori.

Expressao Proporcional:
P(6|D) o« P(DI[#)P(0) (5)
Exemplo: Poisson-Gamma
@ Likelihood: Y|\ ~ Poisson(\)
@ Prior: A ~ Gamma(a, f3)
@ Posterior: A|Y ~ Gamma(a+ Y,8+ 1)
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Definicao de Conjugacao

Modelo Conjugado: Um prior P() é conjugado para a likelihood P(D|0)
se a posterior P(6|D) pertence a mesma familia de distribuicdes de P(9).
Em outras palavras, se a forma funcional da priori e da posteriori para a
variavel 6 for a mesma, podemos inferir o valor do termo de normalizacdo
da posteriori.

Expressao Proporcional:

P(6]D) o< P(D|6)P(6) (5)

Exemplo: Poisson-Gamma
@ Likelihood: Y|\ ~ Poisson(\)
@ Prior: A ~ Gamma(q, )
@ Posterior: A|Y ~ Gamma(a+ Y,8+ 1)
Beneficios da Conjugacao:
o Facilita calculos analiticos.
@ Reduz o custo computacional.
@ Aparece naturalmente para certas classes de modelos (ex. familia

exponencial).
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LimitacGes da Conjugacao

Problemas com Modelos Conjugados:
@ Nem sempre had um prior conjugado disponivel.
@ Conjugacdo pode impor restrices n3o realistas sobre os pardmetros.

@ Modelos conjugados podem ser inflexiveis para capturar complexidade
dos dados.

Uma certa confus3o entre propriedade do modelo e facilidade
computacional. Propriedade desejavel computacionalmente, ndo
significa que deve ser imposta!
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LimitacGes da Conjugacao

Problemas com Modelos Conjugados:
@ Nem sempre had um prior conjugado disponivel.
@ Conjugacdo pode impor restrices n3o realistas sobre os pardmetros.

@ Modelos conjugados podem ser inflexiveis para capturar complexidade
dos dados.

Uma certa confus3o entre propriedade do modelo e facilidade
computacional. Propriedade desejavel computacionalmente, ndo
significa que deve ser imposta!

Solucoes:
@ Amostragem:

e Amostragem por Rejeicdo
e Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC), Gibbs Sampling
o Hamiltonian Monte Carlo (HMC)

e Métodos variacionais (n3o serd coberto nessa aulas).
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Exemplo: Modelo Poisson-Gamma |

Contexto: contagem de eventos X; € N com pardmetro ndo-negativo A
referente a taxa de eventos observados. Exemplo: modelo de fila simples
sem memoria para intervalos fixos.
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Exemplo: Modelo Poisson-Gamma I

Modelo:
o Likelihood: Xj|A ~ Poisson(\), P(Xi|A) = 25&

@ Prior: A ~ Gamma(a, 3), P()\) = rﬁ(Z) o~ le=BA
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Exemplo: Modelo Poisson-Gamma Il|

Posterior: dados observados D = {Xi,..., X, e Y =37, X;

P(A|D) o P(\ HP Xi|\)

__AZL=y¥e*A B
a (i X! (o)

Aa—le—ﬁA

Resultado:

AXi, ..o Xy ~ Gamma(a + ZXi,ﬂ + n)
i—1
atdin X

ELM)Ga“'v)Q]:: B‘Fn
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Exemplo: Modelo Poisson-LogNormal |

Contexto: Contagem de eventos X; € N com parametro ndo-negativo A,
onde agora assumimos um prior Log-Normal para .
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Exemplo: Modelo Poisson-LogNormal Il

Modelo:
@ Likelihood: X;|A ~ Poisson(\), P(Xi|\) = ’\X;;k
(log A—p)?
@ Prior: A ~ LogNormal(y,0?), P(\) = —A—e~ P

M 2mo2
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Exemplo: Modelo Poisson-LogNormal Il

Posterior: Dados observados D = {Xi,...,X,} e Y =37, X;
P(A|D) o P(A H P(Xi|\)

1 (logk—#)2> v
X [ ———=e 202 X ()\ e_")‘)
()\\/271'0'2
1 (logAm?) v_1
o e 202 X ()\ - e’”’\>
<\/27r02
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Exemplo: Modelo Poisson-LogNormal IV

Dificuldade:

@ A distribuicdo posterior resultante n3o pertence a uma familia
conhecida, como ocorre no caso Gamma.

@ O termo AY~le=™ combinado com a exponencial quadratica do
Log-Normal impede uma simplificacdo analitica.

Solucdao: Amostragem

@ Como n3o ha forma fechada para a posterior, precisamos amostrar de
uma distribuicido ndo normalizada

1 _W>
— e 252 % ()\Y*lefn)\>
(\/ 2mo?
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Exemplo: Regressao Bayesiana

Modelo:
B~ NOTB0Y, PUilB) = e T (9)
i ~ i Py0 ), i = e 20
Y Y V2mro?
Prior nao conjugado:
P(B)oce_@ (Laplace) (7)

Posterior: sem solucdo analitica, exigindo amostragem. A prior nao
conjugada (Laplace) impede a simplificacdo.
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Exemplo: Regressao Logistica Bayesiana

Modelo:
1

P(yi = 1|x,8) = o(x B), o(z) = Trez
Posterior: sem forma fechada, exigindo métodos de amostragem. A

nao-linearidade da funcdo logistica torna a posterior analiticamente
intratavel.

(8)
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Exemplo: Fatoracao Matricial Probabilistica

Modelo:
Uik ~ Gamma(c, 3)
Vi ~ Gamma(a, 3)
E[Ry] ~ U]V (9)
Likelihood:

o (Poisson) (10)
ij.

Posterior: intratavel, exigindo métodos de amostragem. A complexidade
do modelo (muitos pardmetros U e V) torna a posterior intratavel.
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Exemplo: Regressdo Poisson-Gamma com features

Modelo:
o Likelihood: Y;|\; ~ Poisson()\;), P(Yi|\;) = ok 5' a
o \; = exp(x;’ B) onde B ~ Gamma(a, ()
Posterior:

P(BIY) o< P(Y|B)P(8)

_[poRnTae e iy e
Y;! I( ozj

i

Resultado: N3o possui forma fechada. A presenca do exponencial dentro
da func3o de probabilidade da Poisson, junto com a multiplicacdo do vetor
gama pelas features, impede que a posterior simplifique para uma
distribuicao conhecida.
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Introducao as Técnicas de Amostragem |

Motivacao: Muitas distribuicoes posteriores ndo possuem uma forma

fechada conhecida, tornando a amostragem uma ferramenta essencial para
inferéncia Bayesiana.
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Introducdo as Técnicas de Amostragem |l

Definicao Matematica:
@ Seja X ~ p(x) uma variavel aleatéria com distribuicdo desconhecida.

@ Amostragem consiste em gerar N amostras {Xi, ..., Xy} de p(x) tal
que a distribuicdo empirica:

1 N
() = 5 D2 30X — ) (11)

aproxima p(x) conforme N — oo.

@ Além disso, queremos que, para qualquer funcdo mensuravel g, a
esperanca seja aproximada por:

Eplg(X)] ~ Epy[g(X)] = Zg(Xf) (12)
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Introducao as Técnicas de Amostragem IlI

Principais Métodos:
@ Inversdo da CDF
@ Amostragem por Rejeicdo
@ Amostragem por Importancia
e Métodos MCMC (Metropolis-Hastings, HMC)
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Amostragem via Inversdo da CDF

Definicdo: Se temos a fungdo de distribuicdo acumulada (CDF) F(x) de
uma variavel aleatéria continua, podemos gerar amostras de sua
distribuicao invertendo F.
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Amostragem via Inversdo da CDF

Definicdo: Se temos a fungdo de distribuicdo acumulada (CDF) F(x) de
uma variavel aleatéria continua, podemos gerar amostras de sua
distribuicao invertendo F.

Teorema: Se U ~ Uniform(0, 1), entdo X = F~!(U) segue a distribuic3o
desejada.
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Amostragem via Inversdo da CDF

Definicdo: Se temos a fungdo de distribuicdo acumulada (CDF) F(x) de
uma variavel aleatéria continua, podemos gerar amostras de sua
distribuicao invertendo F.

Teorema: Se U ~ Uniform(0, 1), entdo X = F~!(U) segue a distribuic3o
desejada.

Exemplo: Distribuicao Exponencial

_log(1-U)

Fix)=1—e =
(x) e =x 5
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Conexdao com Normalizing Flows |

Mudanca de Variavel: Em modelos como Normalizing Flows, utilizamos
a regra de mudanca de variavel para transformar distribuicGes simples em
distribuicoes complexas.

Se temos uma transformacdo X = T(U), ent3o a densidade de
probabilidade se transforma como:

d

px(x) = pu(T~H(x)) | =T (x)

Aplicando essa ideia a inversdo da CDF, podemos justificar
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Conexdo com Normalizing Flows [l

matematicamente a geracdo de amostras.

Eliezer de Souza da Silva, PhD EMAp FGV , 30 de Janeiro de 2025


eliezer@probabilistic.ai
https:\sereliezer.github.io

Amostragem por Rejeicao

Definicdo: Um método para gerar amostras de uma distribuicdo-alvo p(x)
usando uma distribuicdo proposta g(x) e um fator de escala M.
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Amostragem por Rejeicao

Definicdo: Um método para gerar amostras de uma distribuicdo-alvo p(x)
usando uma distribuicdo proposta g(x) e um fator de escala M.
Passos:

@ Escolha g(x) tal que p(x) < Mg(x) para todo x.
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Amostragem por Rejeicao

Definicdo: Um método para gerar amostras de uma distribuicdo-alvo p(x)
usando uma distribuicdo proposta g(x) e um fator de escala M.
Passos:

@ Escolha g(x) tal que p(x) < Mg(x) para todo x.

@ Amostre x ~ g(x).
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Amostragem por Rejeicao

Definicdo: Um método para gerar amostras de uma distribuicdo-alvo p(x)
usando uma distribuicdo proposta g(x) e um fator de escala M.
Passos:

@ Escolha g(x) tal que p(x) < Mg(x) para todo x.

@ Amostre x ~ g(x).

@ Aceite x com probabilidade p(x)/(Mg(x)).

A quantidade expressa através da razdo de duas densidades p(x)/(Mg(x))
aparece em diferentes métodos relacionados a estimac3o de densidade e
teste de hipdteses.
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Amostragem por Rejeicao e Estimacao de Densidade com

GANs

Amostragem por rejeicao: amostramos da distribuicao proposta

x ~ g(x) e aceitamos com probabilidade Mpé(r)(())().
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Amostragem por Rejeicao e Estimacao de Densidade com

GANs

Amostragem por rejeicao: amostramos da distribuicao proposta

x ~ g(x) e aceitamos com probabilidade Mpé(f(())().

Generative Adversarial Networks (GANs), o discriminador modela a
probabilidade de aceitar uma amostra:

p(x)

D(x) = ————— 15
%= p6+ 609 (19)
Podemos reescrever isso como uma estimacao da razao de densidades:
D
plx) _ D) 16)
g(x) 1-D(x)

Modelamos implicitamente a razdo de densidade sem precisar da
normalizacdo explicita de p(x).
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Amostragem por Rejeicao e Estimacao de Densidade com

GANs

Amostragem por rejeicao: amostramos da distribuicao proposta

x ~ g(x) e aceitamos com probabilidade Mpé(f(())().

Generative Adversarial Networks (GANs), o discriminador modela a
probabilidade de aceitar uma amostra:

p(x)

D(x) = ————— 15

%= p6+ 609 (19)

Podemos reescrever isso como uma estimacao da razao de densidades:
p(x) _ D(x)

= (16)
g(x) 1-D(x)

Modelamos implicitamente a razdo de densidade sem precisar da
normalizacdo explicita de p(x).

O gerador G(z) aprende a mapear uma distribuic3o latente para a
distribuicao de interesse.
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Exemplo Computacional

Cédigo
%/ Google Colab
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Introducdo ao MCMC

Markov Chain Monte Carlo (MCMC): Uma classe de métodos para
amostragem de distribuicGes complexas, especialmente quando a
normalizacdo é intratavel.
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Introducdo ao MCMC

Markov Chain Monte Carlo (MCMC): Uma classe de métodos para
amostragem de distribuicGes complexas, especialmente quando a
normalizacdo é intratavel.

Principais Ideias:

o Utiliza cadeias de Markov para gerar amostras dependentes.

@ Converge para a distribuicdo alvo apds um nimero suficiente de
iteracoes.
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Introducdo ao MCMC

Markov Chain Monte Carlo (MCMC): Uma classe de métodos para
amostragem de distribuicGes complexas, especialmente quando a
normalizacdo é intratavel.
Principais Ideias:

o Utiliza cadeias de Markov para gerar amostras dependentes.

@ Converge para a distribuicdo alvo apds um nimero suficiente de

iteracoes.

Exemplos de Algoritmos MCMC:

@ Metropolis-Hastings: propde novos pontos e aceita com uma certa
taxa.

@ Gibbs Sampling: amostragem condicional de uma variavel por vez.

@ Hamiltonian Monte Carlo (HMC): usa gradientes para explorar o
espaco de amostragem de maneira mais eficiente.
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